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Informations importantes:

• Les calculatrices, téléphones et instruments similaires sont interdits.

• Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volon-
tairement trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses al-
ternatives.

• Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir l’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

• Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le raisonnement, il est attendu que vous indiquiez à la fois la réponse
et le raisonnement dans ces cases. Une réponse sans raisonnement ou un
raisonnement sans réponse finale ne seront pas acceptés.

• Inscrivez vos Nom, Prénom et Numéro sur la première page et seulement
votre nom sur les autres. A la fin de l’examen, vos feuilles doivent être
triées dans l’ordre initial.

Convention de notation: Nous utilisons ex pour la fonction exponentielle, ln(x) pour le
logarithme Népérien, et sin

2
(x) ou sin

3
(x) pour le carré ou le cube de sin(x). La même

convention est utilisée pour les autres fonctions.
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Question 2: Problème

Vous devez e↵ectuer des expériences avec un nouvel accélérateur de particules construit

selon une technologie qui impose que la position x de la particule au temps t 2 R,

exprimé en nanosecondes, soit

x(t) = b e�
1
2at

2
,

pour des paramètres a et b à choisir. On rappelle que la vitesse v(t) de la particule est

la dérivée de la position x(t) par rapport au temps t.

Vous devez réaliser une expérience dans les conditions suivantes:

- Au moment t = 0, la particule passe devant un détecteur positionné en x = 1.

- La particule doit être éclairée par un rayon laser exactement une nanoseconde avant

d’arriver devant le détecteur, à une position x⇤
qui n’est pas imposée.

- L’e�cacité de l’expérience impose que la particule aille le plus vite possible au moment

où elle est éclairée.

Quelles valeurs de a et b devez-vous choisir? En quelle position x⇤
devez-vous alors

positionner votre rayon laser?

a = 2 b = 1 x⇤
= e�1

Développement 1/2
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La position x de la particule en fonction du temps t s’exprime:

x(t) = be� 1
2 at2 (1)

lorsque t est exprimé en nanosecondes. Nous souhaitons déterminer a et b de manière à satisfaire les
conditions imposées dans l’énoncé.

Nous savons qu’à t = 0, la particule passe devant un détecteur positionné en x = 1. Nous avons
donc:

x(0) = 1
� be0 = 1
� b = 1

(2)

La position de la particule une nanoseconde avant d’arriver devant le détecteur (c’est à dire à
t = �1) est notée x�. Nous pouvons donc écrire, en utilisant la relation déterminée Eq. 2:

x� = x(�1)
� x� = be� 1

2 a

� x� = e� 1
2 a

(3)

L’inconnue b étant déterminée, il nous reste à trouver a afin que la vitesse de la particule soit la
plus importante possible au moment où elle est éclairée. La vitesse v de la particule s’exprime:

v(t) = dx
dt (t)

� v(t) = �bate� 1
2 at2

� v(t) = �ate� 1
2 at2

(4)

La particule est éclairée à t = �1. Sa vitesse ve est alors:

ve = v(�1) = ae� 1
2 a (5)

Nous cherchons a tel que la vitesse ve soit la plus importante possible. Nous cherchons donc la

valeur de a qui maximise ve. Nous allons pour cela e�ectuer une étude de signe de
dve

da
.

ve(a) = ae� 1
2 a

� dve
da = e� 1

2 a(1 � 1
2a)

(6)

dve
da = 0

� e� 1
2 a(1 � 1

2a) = 0
� 1 � 1

2a = 0
� a = 2

(7)

Nous savons que 8a 2 R, e� 1
2 a > 0. Nous avons donc:

a 2
dve
da + 0 �
ve � �

(8)

a = 2 est donc bien le maximum global pour ve.
Nous avons déterminé que pour respecter les contraintes imposées par l’énoncé, il faut que a = 2

et b = 1 . En utilisant ces valeurs et la relation établie Eq. 3, nous trouvons: x� = e�1

1
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Question 3:

Soit la fonction f : R ! R définie par

f(x) = e(e
x)

+ a ex + b

pour deux coe�cients a et b 2 R. Sous quelles conditions sur a et b la fonction f admet-

elle un minimum? En quel point x⇤
ce minimum est-il atteint?

Vous pouvez considérer que f 00
(x⇤

) a le “bon” signe, et il ne vous est donc pas demandé
de le calculer.

Condititions: a < �1, pas de conditions sur b. x⇤
= ln(ln(�a))

Développement: La dérivée de f est

f 0
(x) = exee

x
+ aex = ex(ee

x
+ a).

Comme ex n’est jamais nul, elle n’annule si �a = ee
x
. Ceci se produit pour x =

ln(ln(�a)), à condition que �a > 0 et que ln(�a) > 0 vu le domaine de définition

du logarithme, donc à condition que a < �1.

Vu l’hypothèse de l’énoncé sur f 00
, nous savons qu’il s’agit alors d’un minimum.
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Question 5:

En exploitant le fait que ex � 1 pour tout x � 0, prouvez que

ex � 1 + x, 8x � 0.

Grâce aux propriétés de l’exponentielle, déduisez-en ensuite que

ey �
⇣
1 +

y

n

⌘n

pour tout entier n et y > 0.

Étant donné que ex � 1 pour x � 0, on a
R x

0 ewdw �
R x

0 1dw pour tout x � 0, soit

ex � e0 � x, ou encore ex � x + 1.

En appliquant cette inégalité à x =
y
n � 0, nous obtenons

e
y
n � 1 +

y

n
.

On obtient alors le résultat en élevant les deux côtés à la puissance n, ce qui préserve

l’inégalité puisque les deux côtés sont positifs.

Alternative pour la première partie: Soit f(x) = ex�x�1. On a f(0) = 1�0�1 = 0,

et f 0
(x) = ex � 1 � 0 pour tout x � 0. Donc f est croissante, et f(x) � f(0) = 0, soit

ex � x + 1.

Alternative pour l’ensemble des résultats: Comme le logarithme est une fonction

croissante, l’inégalité ey �
�
1 +

y
n

�n
est équivalente à

y � n ln

⇣
1 +

y

n

⌘
. (1)

Soit g(y) = y � n ln
�
1 +

y
n

�
. On a g(0) = 0 et

g0(y) = 1 � n
1
n

1 +
y
n

= 1 � 1

1 +
y
n

qui est positif pour tout y � 0 puisque
1

1 +
y
n

 1 dans ce cas là. Dès lors, g est une

fonction croissante, et g(y) � g(0) = 0 pour tout y � 0, ce qui prouve l’inégalité (1),

équivalente à la deuxième partie de l’énoncé l’énoncé. La première partie, ex � 1 + x,

s’obtient on prenant n = 1.
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