ECOLE NOM
E“ POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN ,
. o PrRENOM:
UCLouvain - Examen d’admission )
Analyse - Septembre 2024 NUMERO:

Informations importantes:

Les calculatrices, téléphones portables, montres connectées et instruments
similaires sont strictement interdits.

Inscrivez vos NOM, Prénom et Numéro sur la premiére page, et seulement
votre NOM sur les autres.

Ne dégrafez pas les feuilles du questionnaire.

Les cadres sont pour les réponses finales et les développements présentés
de fagon claire et lisible. Il convient donc parfois de faire un brouillon avant
de recopier dans un cadre!

Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisezle CADRE DE LA DERNIERE
PAGE et (ii) indiquez le clairement dans le bas du cadre initialement prévu
pour la réponse.

Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le développement, il est attendu que vous indiquiez a la fois votre
réponse finale et votre développement dans ces cadres. Une réponse finale
sans raisonnement, ou un raisonnement sans réponse finale, ne seront pas
acceptés. '

Convention de notation: Nous utilisons e® ou exp(z) pour la fonction ezponentielle, In(x)
pour le logarithme Népérien, et sin?(z) ou (sin(z))? pour le carré de sin(z) (et idem pour les
autres fonctions).
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Question 1: Etude de fonction
On considére la fonction f : D C R — R définie par

», bt ] o - o o 7 / b} ) A

Roesom gue Coh(X) £ 0 et Aonc gt CAX) 20
\ o / 7
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b) Obtenez la dérivée premiére f', et écrivez-la finalement sous la forme f'(z) = g(f) .
P ) cos?(z)

gz)= % (‘)‘gf!':';éf" \'—-.\'{ ) - X )

Développement:
€ N ,:' ‘\\
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g /{,}() R A (X)(- X) - (- 2 (2 (<}_,_ .H_\},‘/(_X ¥
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c¢) On obtient que g(z) < 0 pour 0 < = < % et que g(z) > 0 pour § < z < 2.743,
avec g(2.743) ~ 0.0090. Calculez g(m): valeur mathématique ET valeur numérique
approximative.

gmy= -347~-6,993% <0
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d) Réalisez alors un tableau avec les points z = 0, %, 7, %’ et 7, ainsi que la(les) racine(s)
de f dans 'intervalle [0, 7]. Reportez dans le tableau les valeurs de f en tous ces points:
valeur mathématique ET valeur numérique. Dans le cas d’asymptote verticale, donnez
la limite de f & gauche et & droite du point (en utilisant co et/ou —co). Reportez aussi
dans le tableau le signe de f’ (ne pas calculer ses valeurs!).

Aide: 7~ 3.1416, (T)? ~ 0617, (Z)* =~ 247, ()" ~ 5.55, 1* = 9.87.
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e) Sur base des résultats précédents, esquissez proprement, avec des axes chiffrés, le
graphe de f dans lintervalle [0, 7]. Veillez & aussi y indiquer la position de racine(s),
extremum /extrema, asymptote(s), point(s) d’inflexion, éventuel.
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Question 2: Probléeme:

Avant ’examen d’admission, vous avez préparé un thermos de café, et désirez boire ce
café de telle sorte que la concentration de caféine dans votre sang soit maximale 60
minutes aprés le début de examen. La caféine passe dans votre sang avec un taux
d’absorption @ = 1.0 (heure)™ mais est dégradée par votre foie avec un taux f =
0.2 (heure) ™.

Si on suppose que t = 0 correspond au moment de I'ingestion du café, alors la concen-

tration de café dans votre sang est donnée par la fonction

D —at —Bt
C(t)Z(T_ﬁ—m) ===y

olt D est proportionnel & la quantité de café ingéré mais n’est pas spécifié dans I’énoncé.

a. Combien de temps avant le début de ’examen devez-vous boire votre café? Arrondis-

sez votre résultat a la minute la plus proche. Aide: In(5) ~ 1,61

je dois boire mon café 6 \ minutes avant le début de ’examen

Développement: &
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b. Prouvez que la concentration de café dans votre sang est alors bien un maximum et

non un minimum.

Développement: 2
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Question 3: Primitive
Obtenez la primitive suivante:

g(x):/ (a:li(o:) —lnaff)> dz .

3\

= In(da(x)) + é»(%? &)+ 1)

Développement
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Question 4: Limite
a. Soit zo racine de la fonction f(z) =+/1+4 z — z. Montrez que z, est aussi racine de

la fonction g(z) = v/1++/1+ z — z (ne pas obtenir ici la valeur de zo!) .

Développement: ————

e ———f
} ? \ ),/ s / /) -
VI + \/g = ¥Xo —» ) [+Y/+Xo = / l +Xo = )(0

b. Soit la fonction h(z) = g—%. Obtenez lim,_,;, h(z). Exprimez le résultat final en

utilisant seulement zg (i.e., sans aucune ,/.-.) ET aussi simplifié au mieux (mais ne
pas obtenir ici la valeur de la limite vu qu’on n’a pas obtenu la valeur de zg!).
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Question 5: Théorie
Soit deux fonctions f; (z) et fo(z) continue dont le domaine de définition est R. On a
que (fi(z))® et (fa(z))* sont périodiques, de période .

a. La fonction fi(z) est-elle périodique de période 7?7 Si oui, démontrez-le. Si non,
fournissez un contre-exemple. Votre résultat change-t-il si f1 est continue et n’est jamais
nulle?
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b. La fonction fy(z) est-elle périodique de période 7? Si oui, démontrez-le. Si non,
fournissez un contre-exemple. Votre résultat change-t-il si f; est continue et n’est jamais
nulle?
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Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez a bien préciser la/les questions.
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