ECOLE NOM:
B POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN

UCLouvain - Examen d’admission

PrRENOM:

Analyse - Juillet 2024 NUMERO:

Informations importantes:

Les calculatrices, téléphones portables, montres connectées et instruments
similaires sont strictement interdits.

Les cadres sont pour les réponses finales et les développements présentés
de fagon claire et lisible. Il convient donc parfois de faire un brouillon avant
de recopier dans un cadre!

Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir ’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le développement, il est attendu que vous indiquiez a la fois votre
réponse finale et votre développement dans ces cadres. Une réponse finale
sans raisonnement ou un raisonnement sans réponse finale ne seront pas
acceptés.

Inscrivez vos NOM, Prénom et Numéro sur la premiére page, et seulement
votre NOM sur les autres. A la fin de ’examen, vos feuilles doivent étre
triées dans ’ordre initial.

Convention de notation: Nous-utilisons e* ou exp(z) pour la fonction exponentielle, In(z)
pour le logarithme Népérien, et sin®(z) ou sin®(x) pour le carré ou le cube de sin(z) (et idem
pour les autres fonctions).
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Question 1: Etude de fonction
On considere la fonction f: D C R — R définie par

flz)=vVi+z—z.

a) Quel est le domaine de définition D de f? Obtenez aussi la(les) racine(s) de f.
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b) Obtenez la fonction dérivée premiere f’.
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c¢) Obtenez la fonction dérivée seconde f”.
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d) Réalisez alors un tableau avec les points z = —1, z = 0, z = 1 et = 2, la(les) racineg)
de f, et le(s) point(s) ou f’ s’annule. Reportez-y clairement toutes les valeurs de f et
f’, ainsi que le signe de f” (pas besoin de calculer ses valeurs) en ces points.
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e) Sur base des résultats précédents, esquissez proprement, avec des axes chiffrés, le
graphe de la fonction f dans 'intervalle [—1,2]. Veillez & aussi y indiquer la position
de racine(s), extremum/ma, point(s) d’inflexion, asymptote(s), s’il y en a. Aide: /2 ~
1.414, /3 ~ 1.732, /5 ~ 2.236
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Question 2: Probleme:
Un panneau solaire permet de transformer 1’énergie lumineuse en énergie électrique
grace & un matériau dit “semi-conducteur”. Celui-ci est caractérisé (notamment) par la
fréquence “seuil” f; & partir de laquelle il peut absorber les ondes lumineuses. En effet,
la lumiére provenant du soleil est composée d’ondes de différentes fréquences, correspon-
dant & différentes couleurs (ce qui est bien visible lors de la formation d’un arc-en-ciel).

La quantité d’énergie lumineuse émise par le soleil differe selon la fréquence f, et est
modélisée par la formule de Planck:
fn
Qp(f) = (—f/fo—K) ;
oll fo = 1,146 10" Hz; le Hertz (Hz) étant 1'unité de fréquence, n = 3, K = 1, et C; est

une constante (non spécifiée ici). On peut montrer que I’énergie électrique totale générée
par un panneau solaire vaut:

=
B=5C [ 2o,
ou S est la surface du panneau et C; est une constante (non spécifiée ici). On désire
trouver le meilleur matériau semi-conducteur, en déterminant la fréquence seuil optimale
qui permet de produire le plus d’énergie électrique totale. La formule de Planck est trop
compliquée que pour le faire ici; on la remplace par celle de Wien, pour laquelle K = 0.

a. Quelle est alors I'expression de I’énergie électrique totale E qu’il faut évaluer, puis
optimiser en fonction de f,?

SSeey ?S 1 ‘g’gc(;g
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b. Supposez que n = 2 (au lieu de la valeur exacte n = 3): Obtenez I'expression de

E. Déterminez ensuite la meilleure valeur de f, (la fournir finalement avec 3 chiffres
significatifs). Aide: v/5 ~ 2.236
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c. Utilisez enfin la valeur correcte n = 3: Obtenez I’expression de E. Ne déterminez pas
fs (cela demande de résoudre une équation du 3éme degré N.
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Do E = SC,C fe fa (%J 4 i(%)ﬂ\ & e .

d. Bonus: On a que ) =1l+a+a®+ao®+... pour || < 1. Proposez alors une
méthode précise d’evaluatlon de E basée sur la formule de Planck, donc avec K = 1.
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Question 3: Volume de révolution
Un anneau est un solide de révolution dont le profil dans le plan x — y est un cercle
excentré de 'axe de rotation x. Quel est le volume V' d’un anneau dont le rayon du
cercle est a et qui est excentré par une distance R > a de ’axe de rotation? Ce cercle
est donc défini par 2 + (y — R)? = a®. Rappel: cos*(f) = (1 + cos(26)).
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Question 3: Volume de révolution
Un anneau est un solide de révolution dont le profil dans le plan  — y est un cercle
excentré de 'axe de rotation x. Quel est le volume V d’un anneau dont le rayon du
cercle est a et qui est excentré par une distance R > a de I’axe de rotation? Ce cercle
est donc défini par 22 + (y — R)? = a®. Rappel: cos?(f) = $(1 + cos(26)).
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Question 4: Fonctions liées
Soit f(z), une fonction donnée, strictement positive, et telle que f(0) = 1. On considére
la fonction g(z) définie par:

g'(z) _ ) Pl e —
o) 9@ ) et g(0)=1.
Obtenez I'expression de g(z) en fonction de f(z). Montrez aussi que g(z) > C, une
constante.
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Question 5: Théorie
Soit @ < b < ¢, trois nombres réels, et f : [a,c] — R une fonction continue sur la,d] et

dérivable sur Ja, c[. Le carré de f est tel que f2(a) = f2(b) = f2(c).
Prouvez qu’il existe au moins un réel d €la, c[ tel que f'(d) = 0. Démontrez ce résultat
en partant du théoréme de Rolle.
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Question 5: Théorie

Soit @ < b < ¢, trois nombres réels, et f : [a,c] — R une fonction continue sur [a,c] et
dérivable sur Ja, c[. Le carré de f est tel que f2(a) = f2(b) = f2(c).

Prouvez qu’il existe au moins un réel d €la, c[ tel que f'(d) = 0. Démontrez ce résultat
en partant du théoréme de Rolle.
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