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Question 1 – Géométrie Analytique dans le plan

1.a. Décrivez précisément la conique décrite par l’équation cartésienne 4x2 − 8x+ y2 = 0.

En ré-écrivant (x− 1)2 +
(y
2

)2

= 1, on voit qu’il s’agit d’une ellipse centrée en
(
1; 0

)
.

Son grand axe est vertical (selon y) et de longueur 2b = 4 alors que son petit axe (selon x) a
une longueur 2a = 2.

Les foyers se trouvent donc aux positions
(
1;±

√
3
)
.

1.b. Déterminez les coordonnées du centre ainsi que l’aire du cercle qui contient les trois points de
coordonnées

(
6 ; -4

)
,
(
9 ; -5

)
et

(
6 ; -8

)
. (Justifiez votre réponse.)

Centre du cercle ≡
(
7 ; −6

)
Aire= 5π

Puisque le centre du cercle est équidistant des trois points, il se trouve à l’intersection des
médiatrices des trois segments reliant ces points.

La médiatrice des points
(
6 ; -4

)
et

(
6 ; -8

)
est la droite d’équation y = −6.

La médiatrice des points
(
6 ; -4

)
et

(
9 ; -5

)
a pour équation

 x = 7.5 + s

y = −4.5 + 3s
.

L’intersection des médiatrices se trouve donc en s = −0.5.

L’aire du cercle (πR2) est caclulée en utilisant comme rayon, la distance entre le centre et un
des trois points fournis (R =

√
5)
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Question 2 – Géométrie Analytique dans l’espace

2.a. Déterminez une équation cartésienne du plan Π sachant qu’il contient l’origine du repère ainsi
que la droite d1 dont les équations paramétriques sont:

d1 ≡


x = 5r + 1

y = −r − 1

z = 4

Π ≡ x+ 5y + z = 0

Courte justification.

On définit le plan Π à partir de deux vecteurs directeurs. Le premier
(
5 ; −1 ; 0

)
est le vecteur

directeur de la droite d1, tandis que le deuxième vecteur directeur relie un point du plan (l’origine)
a un point de la droite

(
1 ; −1 ; 4

)
.

On impose alors que tout vecteur reliant l’origine à un point du plan est co-linéaire aux deux
vecteurs directeurs, c’est à dire que:

det


x y z

5 −1 0

1 −1 4

 = 0

2.b. Déterminez le vecteur directeur de la droite qui passe par l’origine du repère et qui s’appuie à
la fois sur la droite d1 et sur la droite d2 dont les équations paramétriques sont:

d2 ≡


x = s

y = 3s+ 2

z = −2s− 2

Vecteur directeur:
(
2 ; -1 ; 3

)

Courte justification.

Solution rapide: En faisant un schéma, on se convainc que la droite recherchée est dans le
plan Π. Elle doit donc passer par l’intersection de d2 et de Π (puisqu’elle s’appuie sur d2).
Le vecteur directeur recherché relie deux points de la droite: l’origine et ce point d’intersection.

Si on n’y pense pas: On détermine le vecteur directeur
(
a ; b ; c

)
, qui est défini à une constante

multiplicative près, en imposant qu’il est aligné avec un point de d1 et un point de d2. Ceci revient
à imposer qu’il existe k, r et s tels que:

x = a = 5r + 1 = k s

y = b = −r − 1 = k (3s+ 2)

z = c = 4 = k (2s− 2)
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Question 3 – Géométrie synthétique (1) : “tangence inscrite”

Un cercle C de centre C est inscrit dans un
demi-cercle D de centre O et de diamètre AB. On
construit deux segments tangents à C perpendicu-
lairement à AB comme illustré ci-contre, où P et
Q en sont les intersections.

L’objectif est de déterminer la longueurR du rayon
du demi-cercle sachant que |AP | = 2 et |QB| = 8. A BO

C

P Q

T

S

3.a. Calculer R en fonction de la longueur r du rayon du cercle C.

(Chercher un lien “horizontal”, c’est direct !)

R(r) = r + 5On calcule simplement 2R = |AP |+ |PQ|+ |QB| = 2 + 2r + 8, d’où

3.b. Déterminer la valeur de R grâce aux longueurs données.

(Il est “central” de trouver une autre relation entre R et r.)

R = 9
Soit T le point de tangence des cercles. Autrement dit, les cercles
ont une tangente commune en T et dont la perpendiculaire en T
passe par chacun des centres. Comme T , C et 0 sont alignés, on a
R = |TO| = |TC|+ |CO| = r + |CO| et donc |CO| = R− r = 5.

Soit S le point de tangence entre le cercle C et AB. On a alors |CS| = r et CS ⊥ AB.

Le triangle SOC est donc rectangle et |SO| = |AO| − |AP | − |PS| = R− 2− r = 3.

Par Pythagore, 25 = |CO|2 = |CS|2 + |SO|2 = r2 + 9 et donc r = 4.

Note : si on avait|AP | = a et |QB| = b, on aurait R = a+b
2
+
√
ab qui relie les moyennes algébrique

et géométrique.
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Question 4 – Géométrie Synthétique (2) : polygones et longueurs

4.a. Montrer l’affirmation suivante. Dans un parallélogramme ABCD, la somme des carrés des
longueurs des côtés vaut la somme des carrés des longueurs de ses diagonales. Autrement dit,
|AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 = |AC|2 + |BD|2.

A B

CD

β

α

Dans les triangles ABC et BCD on a respectivement

|AC|2 = |AB|2 + |BC|2 − 2 · |AB| · |BC| · cosα ,

|BD|2 = |CD|2 + |BC|2 − 2 · |CD| · |BC| · cos β .

En sommant les équations, on obtient

|AC|2 + |BD|2 = |AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 − 2 · |AB| · |BC| · (cosα + cos β) ,

comme |AB| = |CD| et |BC| = |DA|. Pour finir cosα + cos β = 0 car α + β = π.

4.b. Dans un carré ABCD de longueur de côté c, on construit deux
quarts de cercle de centres B et D et qui rejoignent les sommets
A et C. Le point P appartient au quart de cercle de centre B et
est à distance d du sommet D. Symétriquement, on construit le
point Q tel que DP//QB.

Montrer que la longueur ℓ du segment PQ peut s’exprimer seule-
ment en fonction d. Exprimer ensuite la valeur minimale m de
cette longueur en fonction de c.

c

A B

CD

d P

Q

Justifier soigneusement votre réponse.

ℓ(d) =
√
2 · d

m(c) = (2−
√
2) · c

Le quadrilatère DQBP est un parallélogramme car DP//QB et
|DP | = |QB| = d. Ainsi, par la propriété rappelée à la question 4.a,

2c2 + 2d2 = ℓ2 + 2c2

comme |DQ| = |PB| = c (les rayons) et |DB|2 = 2c2 (diagonale du carré).
En simplifiant, on obtient ℓ =

√
2d qui est indépendamment de c.

La longueur ℓ est minimimale lorsque celle de d l’est aussi, ce qui se produit lorsque P et Q se
trouvent sur la diagonale du carré. (On peut noter qu’on est dans un cas limite où DQBP n’est
plus un quadrilatère.) Soit d∗ la valeur minimale de d. La valeur minimale de ℓ est appelée m.
Sur la diagonale DB, on obtient

√
2c = d∗ + c et donc d∗ = (

√
2 − 1)c. Pour finir, comme on a

aussi
√
2c = 2d∗ +m, on trouve m = (

√
2− 2(

√
2− 1))c = (2−

√
2)c en fonction de c.

(Comme cas limite, on acceptait également l’argument m =
√
2d∗ par “continuité”.)


