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Question 1 – Équation trigonométrique

Soit l’équation trigonométrique :
2 sin(2x) + cos(2x) = −2 (1)

1a Trouvez toutes les solutions dans R de l’équation (1) (' 8 points).

Méthode 1 : On développe :

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) et cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

et en écrivant ensuite
−2 = −2(cos2(x) + sin2(x))

on tombe sur une équation homogène

4 sin(x) cos(x) + cos2(x)− sin2(x) = −2(cos2(x) + sin2(x)).

On divise par cos2(x) (cos(x) = 0 n’est pas solution de l’équationet on obtient

4 tan(x) + 1− tan2(x) = −2(1 + tan2(x))

On pose t = tan(x) et on résoud pour trouver

t = −3 ou t = −1

ce qui donne

x = arctan(−3) + kπ , x =

−π/4︷ ︸︸ ︷
arctan(−1) +kπ.

Méthode 2 : On remarque que (1) est une équation linéaire en sin(2x) et cos(2x). On pose (par exemple)

tan(y) = 2 ce qui donne

tan(y) sin(2x) + cos(2x) = − tan(y) → sin(y) sin(2x) + cos(y) cos(2x) = − sin(y)

On remarque que
sin(y) sin(2x) + cos(y) cos(2x) = cos(2x− y)

ce qui permet d’écrire

cos(2x− y) = sin(−y) = cos(π/2 + y) → 2x− y = ±(π/2 + y) + 2kπ.

et donc
x = −π/4 + kπ , x = arctan(2) + π/4 + kπ.

On dirait qu’on a trouvé deux solutions différentes, mais ce n’est pas le cas. Il est possible de montrer que

arctan(2)− arctan(−3) =
3π

4
.

En effet

tan(arctan(2)− arctan(−3)) =
5

1− 6
= −1.
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1b Dessinez toutes les solutions de (1) sur le cercle trigonométrique (' 1 point).

Méthode 3 : qui ne diffère que de très peu avec la méthode 2. On divise l’équation par 2.

sin(2x) +
1

2
cos(2x) = −1

et on pose tan y = 1/2 ce qui donne,

cos(y) sin(2x) + sin(y) cos(2x) = − cos(y)

ou encore

sin(y + 2x) = − cos(y) → sin(−y − 2x) = cos(y) → sin(−y − 2x) = sin(π/2− y)

et finalement
x = −π/4 + kπ , x = − arctan(1/2)−π/4 + kπ.

Encore une fois, arctan(1/2) + arctan(2) = π/2 et on a donc la même solution qu’au point 2.
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Question 2 – Triangle isocèle.

Soit un triangle isocèle ABC avec |AB| = |AC|. Le cercle inscrit C à ce triangle ABC est de rayon r et

l’angle ÂBC = 2θ. Les valeurs r et θ sont des données.

2a Utilisez ce cadre pour faire un dessin clair des différents éléments du problème (' 1 point).
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2b Calculez l’aire S du triangle ABC en fonction de r et de θ (' 5 points).

Soit P le point milieu de CB et O le centre de C. On note |AB| = |AC| = x, |CP | = |BP | = y et
|BC| = 2y. Soit Q le point de tangence de C sur le segment AB. On a |QB| = y car le centre O du cercle

inscrit C est à l’intersection des bissectrices et on a donc ÔBP = Q̂BO = θ. Les deux triangles OBP et
QBO sont isométriques (2 côtés égaux et un angle égal) et on a donc |QB| = y.

Dans le triangle rectange APB, on trouve une première relation

cos(2θ) = y/x.

Dans le triangle rectange OQB, on trouve une seconde relation

tan(θ) = r/y → y = r cot(θ).

et finalement

x =
r cot(θ)

cos(2θ)
.

L’aire demandée vaut donc :

S = xy sin(2θ) = r2 cot2(θ) tan(2θ).

On peut aussi utiliser la formule

r =
S

x+ y
→ S = r2 cot(θ)

(
1 +

1

cos(2θ)

)

ce qui revient au même.



Voici une liste (non exhaustive) des réponses de la q2b du sujet :

S =
2r2

tan(θ)(1− tan2(θ))

=
2r2

tan(θ)− tan3(θ)

=
r2

tan2(θ)
tan(2θ)

= r2
(

2

tan(θ)
+

1

tan(π2 − 2θ)

)
= r2

(
2

tan(θ)
+ tan(2θ)

)
= r2

(
2 tan

(π
2
− θ
)

+ tan(2θ)
)

=
r2

tan(2θ)

(
1

cos(2θ)
+ 1

)2

=
r2

tan(θ)

(
1 +

1

cos(2θ)

)
=

r2

tan(θ)

(
1 +

2 sin(2θ)

sin(4θ)

)
=

r2

tan(θ)

(
1 +

2 sin(2θ)

sin(π − 4θ)

)
= 2r2

(
1 + sin(π2 − 2θ)

)2
sin(π − 4θ)

= 8r2
cos4(θ)

sin(4θ)

= r2 sin(2θ)
tan(2θ) tan(θ) + 1

tan2(θ)

= r2
tan(2θ) + sin(2θ)

tan(θ) sin(2θ)

= r2
sin(4θ)

2 cos2(2θ) tan2(θ)

= r2
(

2

tan(2θ)
+ tan(θ)

)
tan(2θ)

tan(θ)

= r2
1 + cos(2θ)

tan(θ) cos(2θ)

= r2
(

tan(2θ) + 2 tan
(π

2
− θ
))
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Question 3 – Questions à bôıtes fermées (' 5 points)

Dans la suite sont proposées 5 questions courtes auxquelles il vous est demandé de donner uniquement la
réponse finale. Chaque question compte pour 1/5 des points de la question 3.

3a Trouvez les solutions dans l’intervalle ]0,π[ de l’équation

sin(x) + sin(2x) + sin(3x) = 0.

x = π/2 , 2π/3

3b Sachant que la tan(10o) ' 9/50, donnez une approximation de sin(20o) sous forme d’une fraction.

sin(20o) ' 900
2581

3c Dans un triangle quelconque ABC, l’angle B̂AC = π/6 et le côté AC mesure 2 cm. L’aire de ce triangle
vaut 3 cm2. Donnez une expression algébrique précise |BC| de la longueur du côté BC, exprimée en cm.

|BC| =
√

40− 12
√

3

3d Calculez

tan(π/12) = 3−
√
3

3+
√
3

ou 2−
√

3

3e Calculez

arctan(2)− arctan(−3) = 3π/4


