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Question 1 – Équation trigonométrique (' 5 points)

Soit l’équation trigonométrique
cos(x) + sin(x) =

√
2 cos(x) sin(x). (1)

1a Trouvez toutes les solutions dans R de l’équation (1).

Méthode 1. L’équation (1) est symétrique en sin(x) et cos(x). On pose donc y = x− π/4 :

cos(x) = cos(y + π/4) = cos(y) cos(π/4)− sin(y) sin(π/4) =

√
2

2
(cos(y)− sin(y)),

sin(x) = sin(y + π/4) = sin(y) cos(π/4) + cos(y) sin(π/4) =

√
2

2
(cos(y) + sin(y)),

et donc
cos(x) + sin(x) =

√
2 cos(y).

On a aussi

cos(x) sin(x) =
1

2
(cos2(y)− sin2(y)) =

1

2
(2 cos2(y)− 1).

L’équation (1) s’écrit donc, en fonction de y, comme :

√
2 cos(y) =

√
2

2
(2 cos2(y)− 1) → 2 cos2(y)− 2 cos(y)− 1 = 0.

La solution est donc

cos(y) =
1±
√

3

2
. (2)

La solution cos(y) = 1+
√
3

2 est à rejeter car 1+
√
3

2 > 1.
On trouve donc

y = ± arccos

(
1−
√

3

2

)
+ 2kπ k ∈ Z → x = ± arccos

(
1−
√

3

2

)
+ π/4 + 2kπ k ∈ Z.

Méthode 2. On peut aussi poser y = sin(x)+cos(x). On a y2 = 1+2 sin(x) cos(x) et donc sin(x) cos(x) =
(y2 − 1)/2 ce qui donne :

y =

√
2

2
(y2 − 1) → y =

1±
√

3√
2

→ sin(x) + cos(x) =
√

2 sin(x+ π/4) =
1−
√

3√
2

.

On ne considère pas y = 1+
√
3√

2
' 1.93 car sin(x) + cos(x) est maximum pour x = π/4 où sin(π/4) +

cos(π/4) =
√

2 < 1.93. En utilisant cette méthode, on revient en fait à l’équation (2) car sin(x + π/4) =
cos(x− π/4) = cos(y).
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Question 1 – Équation trigonométrique (suite)

1b Tracez les solutions de l’équation (1) sur le cercle trigonométrique. Pour ce dessin, considérez que√
3 = 1.7.

Méthode 3. On peut aussi élever les deux membres au carré et poser t = 2 sin(x) cos(x) = sin(2x) :

cos2(x) + sin2(x) + 2 sin(x) cos(x) = 2 cos2(x) sin2(x) → 1 + t = t2/2 → t = 1±
√

3.

Donc sin(2x) = 1−
√

3 car l’autre solution est plus grande que 1 et on obtient

2x = arcsin(1−
√

3) + 2kπ , 2x = π − arcsin(1−
√

3) + 2kπ

x =
1

2
arcsin(1−

√
3) + kπ , x =

π

2
− 1

2
arcsin(1−

√
3) + kπ

Certaines de ces solutions sont à éliminer. C’est la partie difficile. Élever au carré une équation a = b
introduit une solution parasite a = −b.
On a bien sin(x) cos(x) < 0 et donc cos(x) + sin(x) < 0 i.e. pour sin(x + π/4) < 0. Cette condition est
vérifiée pour

x =
1

2
arcsin(1−

√
3) + 2kπ et x = −π

2
− 1

2
arcsin(1−

√
3) + 2kπ .

y = arccos
(

1−
√
3

2

)

y = − arccos
(

1−
√
3

2

)

1−
√
3

2

x = − arccos
(

1−
√
3

2

)
+ π/4

π/4

x = arccos
(

1−
√
3

2

)
+ π/4

π/4
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Question 2 – Cercle (' 5 points)
On considère un cercle C de rayon 1 et un carré ABCD inscrit dans ce cercle. On construit ensuite un autre
carré EFGH avec E et F situés sur le côté AB (EF < AB) et G et H situés sur le cercle C. Finalement,
on construit un rectangle IJKL avec I et J situés sur CD (IJ < CD et JK < CD) et K et L situés sur le
cercle C.

2a Faites un dessin précis incluant les différents éléments du problème (' 1 point).

A B

CD

O

E F

H G

I J

KL

2b Calculez la longueur AB du segment AB (' 1 point).

AB =
√

2
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2c Calculez le rapport AB
HE

entre les longueurs des segments AB et HE (' 1 point).

AB

HE
= 5

Soit X le point milieu de HG. Dans le triangle OXG rectangle en X, on a OH
2

= HX
2

+ OX
2

avec
OH = 1, HX = HE/2 et OX =

√
2/2 +HE. Posons x = HE. On trouve

1 =
x2

4
+

1

2
+
√

2x+x2 → 5

4
x2+
√

2x− 1

2
= 0 → x =

−
√

2± 3/
√

2

5/2
=
−4± 6

5
√

2
=

√
2

5
→ AB

x
= 5.

2d Calculez l’aire A du rectangle IJKL en fonction de JK uniquement (' 1 point).

A =

Soit (x,y) = (x, JK+
√

2/2) les coordonnées du point K est sur le cercle et donc x2+y2 = 1. Sa coordonnée

x vaut donc x = IJ
2 =

√
1− y2. On a donc

IJ = 2

√√√√1−

(
JK +

√
2

2

)2

→ A = IJ × JK = 2JK

√√√√1−

(
JK +

√
2

2

)2

.

2e Calculez le rapport DC
JK

entre les longueurs des segments DC et JK qui maximise l’aire A du rectangle

IJKL (' 1 point). Aide : Maximiser A2 est plus simple que maximiser A.

DC

JK
=

Posons y = JK. On a

A2 = 4y2

1−

(
y +

√
2

2

)2
 = 4(−y4 −

√
2y3 + y2/2) → dA2

dy
= 4(−4y3 − 3

√
2y2 + y).

La dérivée A′ s’annule quand y = 0 ce qui correpond à un minimum de l’aire A et quand y2−3
√

2y+1 = 0.
On trouve

y =
3
√

2±
√

34

8
=
√

2

√
17−3

8
→ DC

JK
=

8√
17− 3

.
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Question 3 – Questions à bôıtes fermées (' 5 points)

Dans la suite sont proposées 6 questions courtes auxquelles il vous est demandé de donner uniquement la
réponse finale. Répondre correctement à au moins quatre de ces questions vous assurera 100% de la note
pour cette question. Pour être plus précis

Note pour la question 3 (en %) = min (25× nombre de bonnes réponses, 100) .

3a Soit ABC un triangle rectangle. On note α, β et γ les angles aux sommets A, B et C. Calculez

sin2(α) + sin2(β) + sin2(γ) = 2

3b Dans un cercle, des cordes de longueur 2, 3 et 4 déterminent des angles au centre α, β et α + β avec
α+ β < π. Calculez

cos(α) = 17
32

3c Soit un trapèze dont les côtés mesurent respectivement 13, 13, 13 et 3. Calculez l’aire A de ce trapèze.

A = 96
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Question 3 – Questions à bôıtes fermées (suite)

3d Si on suppose que sin(x) + cos(x) =
√
2
3 et que π

2 < x < π, que vaut sin(x)− cos(x) ?

sin(x)− cos(x) =
4
3

3e Calculez la valeur de tan(π/8) :

tan(π/8) =
√

2− 1

3f En utilisant une des formules de Simpson, calculez

sin(70o) cos(50o) + sin(260o) cos(280o) =
√
3
4








