NOM: Numéro: Page 1/5

Prénom:

POLYTECHNIQUE

Enl FcoLt UCLouvain — Géométrie — Session de Juillet — 05/07/2023
PELOUVAIN - Durée 2h30 — répondre dans les cadres et utiliser le verso comme brouillon (non lu)

Question 1 — Géométrie Analytique dans le plan

1.a. Décrivez précisément le lieu géométrique £ décrit par I'équation cartésienne (z +2)? — 2y = 8.

1
En ré-écrivant y = E(x +2)% — 4, on voit qu’il s’agit d’une parabole qui est concave dans la

direction des y croissants.

Cette parabole atteint sa valeur minimale, lorsque la dérivée de y par rapport a x s’annule:
Yy =2+ 2 =0. Donc au point de coordonnées : ( —2; —4).

(Foyer: ( —2; —3.5), directrice: y = —4.5, racines: x = —2(1 + \/§>

1.b. Calculez les coordonnées des deux points d’intersection de L avec la droite d dont ’équation
cartésienne est x — 2y = 0.

1.c. Déterminez les angles ¢, et o entre la droite d et les droites tangentes a £ aux deux points
d’intersection. (Justifiez vos réponses.)

N —

LNd= (—4;-2) et (1;

801 = 900 (’02 = 450

Appelons d= (2; 1) le vecteur directeur de la droite d et appelons ¢ = (1; y’) = (1; T+ 2) le
vecteur directeur de la tangente.

L’angle ¢ entre les deux vecteurs est déduit de leur produit scalaire: df= Hcﬂ} Hf” cos(p)
Au premier point d’intersection, = —4 et donc ¢; = (1; —2), menant a Jﬂ = 0 et donc p; = 90°

Au deuxieéme point d’intersection, z = 1 et donc iy = (1; 3), ce qui mene a:
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Question 2 — Géométrie Analytique dans ’espace Vous avez le choixz de commencer soit par 2a,
soit par 2b. Disposer de la premiére réponse peut vous aider ¢ résoudre l'autre question.

2.a. Donnez une équation paramétrique de la droite dy sachant qu’elle contient le point A = (1; 1;2)
et que les droites d; et dy sont perpendiculaires en leur point d’intersection B.

Sidi=4 y=3t—4 alors dy = y=—s+2
z=—t+5 z=—-s+3

2.b. Donnez une équation cartésienne du plan P qui contient dy et do (Il contient donc dy et A.)

P = dr+y+72=19

(Justifiez bricvement vos réponses a 2a et 2b.)
2a Puisque le vecteur (A — B) est perpendiculaire au vecteur directeur de d; et que B appartient
a dp, on détermine le parametre t correspondant a B en imposant:

dy - (A=B)=(1;3;-1) - (1 —t+31 -3t +42+t-5) =0
On en déduit que ¢ = 2 et donc B = B = (—1;2;3). On peut alors écrire dy = B+ s(A— B).

2b On écrit P = B+r d: +5 d; et puis on élimine r et s pour obtenir une équation cartésienne.

2.c. Déterminez les coordonnées du point C' sachant qu’il est a I'intersection du plan P avec le plan
S = x = 2z et que sa distance & la droite dy vaut /6. (Il y a deuz réponses possibles.)

9 1 Suggestion: considérez la somme de deux vecteurs a
(2; 4, 1) ou (g, 14; 5) Uintérieur de P, le premier paralléle a dy, et le deuxiéme
perpendiculaire a d; .

C

La distance entre C' et d; est mesurée selon la perpendiculaire a la droite d; a I'intérieur du plan,
¢’est-a-~dire selon le vecteur dy = (2; —1; —1) dont la longueur est justement /6.

On peut donc écrire C=DB+ TCZ; + dg

r=—l+rt2=1+r r=—l+r-2=-3+r

1 cas: { y—243r—1—=1+3r 2% cas: Q¢ y =2+ 3r+1=3+3r

2=3—r—1=2—-r z=3—r+l=4—-r

et on déduit de z = 22 que r = 1 et on déduit de x = 2z que r = 3
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Question 3 — Géométrie synthétique (1) : la surface cachée de I’hexagone

M B

Un hexagone régulier ABCDEF se trouve dans

un rectangle M NP(Q) de sorte que les sommets

A, B et D appartiennent aux cotés du rectangle A
comme indiqué sur la figure ci-contre.

L’objectif de cette question est de déterminer I’aire
de I'hexagone ABC'DEF a partir des aires du tri-
angle M AB et du quadrilatere concave N BC'D qui
vous seront données plus tard.

3.a. Montrer que les triangles M AB et NBD sont semblables.

Les deux triangles sont rectangles en M et N (car M N P(Q est un rectangle).

Il suffit alors de montrer qu’ils possedent un autre angle de méme amplitude.

Montrons d’abord que |®] =90° :

e BD est la bissectrice de |@| et donc |§lﬁ| = 30°.

(1). On en déduit que MAB = NBD.

e [’hexagone est recouvert par 6 triangles équilatéraux. D’ou |@| = 60°.

(1)

Puisque ABD est droit, MBA et NBD sont complémentaires, tout comme MBA et MAB par

3.b. Déterminer le rapport r des aires des triangles M AB et NBD.

(Utiliser au besoin des rapports de longueur des cotés du triangle ABD.)

Comme le triangle ABD est rectangle en B (voir plus haut),
onaAB + BD’ =AD" par Pythagore.

__aire ANBD __
alre AMAB

Par les propriétés de I'hexagone régulier, si ¢ = AB, alors on a 2¢c = AD. De 13,

BD =+/3c.

Le rapport de similitude recherché est % = /3 et le rapport d’aire vaut donc 3.
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3.c. Déduire l'aire de I’hexagone régulier ABCDFEF sachant que l'aire du triangle M AB vaut 20
unités d’aire et 'aire du quadrilatere concave N BC'D vaut 24 unités d’aire.

(Donner votre solution en fonction du rapport r si vous n’avez pas trouvé la réponse précédente.)

aire recherchée = 216 u.a.

L’aire du triangle NBD vaut r = 3 fois 'aire du triangle M AB, donc 3 - 20 = 60 unités d’aire.

En y retranchant I'aire du quadrilatere N BC'D, on trouve 'aire du triangle BC'D. Celle-ci vaut
donc 60 — 24 = 36 unités d’aire.

Par symétrie dans ’hexagone, aire totale vaut six fois celle de ce triangle. En conclusion, I'aire
de I’hexagone régulier ABCDEF est de 6 - 36 = 216 unités d’aire.
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Question 4 — Géométrie Synthétique (2) : questions de longueur

B C
4.a. Dans un carré ABCD, les segments AX et C'Y sont per-

pendiculaires au segment XY a l'intérieur du carré comme v
illustré ci-contre.

Sachant que les longueurs des segments AX, XY et YC
valent respectivement 13, 3 et 8 unités de longueur, calculer
la longueur ¢ d’'un coté du carré ABCD.
A D
Justifier soigneusement votre réponse.
CcC = 15

La diagonale AC du carré est aussi la diagonale du rectangle dessiné en pointillé. (Remarque :
les pointillés n’apparaissaient pas dans 1’énoncé ; ils ont été ajoutés pour la résolution.)

Par Pythagore, la longueur d de cette diagonale vue dans le rectangle respecte I'équation :
@ =(AX +YCO)?+ XY =212+ 32 = 450. Ainsi, d = 15v/2.

Comme on a aussi d? = 2 - ¢? dans le carré, et donc d = ¢v/2, on trouve ¢ = 15.

4.b. Dans un rectangle de largeur ¢, on construit deux quarts de
cercle de rayon ¢ ayant les sommets supérieurs du rectangle
pour centres. Cela délimite dans le rectangle la région A
comprise dans les quarts de disque ainsi définis et la région
B hors de ceux-ci comme illustré ci-contre.

Sachant que les aires de ces régions A et B sont égales,
calculer la longueur L du rectangle en fonction de /.

Justifier soigneusement votre réponse.

L = —

Les régions latérales C' et D ont méme aire par symétrie. Il en découle que la surface des régions
AUC et BUD est identique vu 'hypothese sur A et B. L’aire du rectangle vaut alors deux fois
laire de AU C, c’est-a-dire, deux fois I'aire d'un quart de disque de rayon /.

A 2 R 194

L’aire du rectangle ¢ - L vaut donc 2 - =5 d'ou L = Oh




