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Question 1 – Géométrie Analytique dans le plan
Dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗), on considère une hyperbole C, centrée à l’origine O(0, 0), dont
on connâıt les propriétés suivantes :

• ses asymptotes sont les droites y = ±x

2
,

• le point A ≡ (2, 0) appartient à C.

1.a. Donner l’équation réduite de cette conique ainsi que ses deux foyers notés F et F’.

équation :
x2

4
− y2 = 1 F ≡ (−

√
5, 0) F ′ ≡ (

√
5, 0)

Les asymptotes ont pour équation y = ± b

a
x, donc ici : b

a
= 1

2
⇒ b = a

2
⇒ b2 = a2

4

Le point A = (2, 0) ∈ C, donc :

22

a2
− 02

b2
= 1 ⇒ a2 = 4 ⇒ b2 =

4

4
= 1

Équation de l’hyperbole : x2

4
− y2 = 1

Foyers : c2 = a2 + b2 = 4 + 1 = 5 ⇒ c =
√
5

Foyers : (±
√
5, 0)

1.b. On considère le point B = (2, 2). Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice du
segment [AB], ainsi que les coordonnées des deux points d’intersection notés C et D de cette
médiatrice avec C, s’ils existent.

équation : y = 1 C ≡ (−2
√
2, 1) D ≡ (2

√
2, 1)

Milieu de A(2, 0) et B(2, 2) : M = (2, 1)
Le segment est vertical ⇒ la médiatrice est une droite horizontale d’équation y = 1.
Intersection de y = 1 avec l’hyperbole :

x2

4
− y2 = 1 ⇒ x2

4
− 1 = 1 ⇒ x2 = 8 ⇒ x = ±2

√
2

Points d’intersection : (±2
√
2, 1)
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Question 2 – Géométrie analytique dans l’espace
Dans un bâtiment passif, l’éclairage naturel est optimisé pour limiter l’usage de l’éclairage artificiel.
Un rayon lumineux provenant d’un puits de lumière situé au plafond est réfléchi sur une paroi vitrée
inclinée afin d’éclairer un poste de travail.

On modélise la paroi vitrée comme un miroir plan dans l’espace, et on suppose que le rayon
lumineux suit les lois de la réflexion géométrique : l’angle d’incidence est égal à l’angle de réflexion,
et le rayon réfléchi appartient au plan défini par le rayon incident et la normale à la paroi.

Le repère utilisé est orthonormé et exprimé en mètres. Le plan de la paroi vitrée est défini par
l’équation : Π : x + 2y + 2z = 14. Le rayon lumineux part du puits de lumière situé au point
A(2, 0, 4) et touche la paroi au point B(6, 2, 2).

2.a. Calculer le cosinus de l’angle θ, l’angle entre le rayon incident et la normale au plan.

cos(θ) =
2

3
√
6

Vecteur normal au plan : n⃗ = (1, 2, 2)

Vecteur incident : v⃗inc = A⃗B = (6− 2, 2− 0, 2− 4) = (4, 2, −2)
Produit scalaire et normes : v⃗inc · n⃗ = 4 · 1 + 2 · 2 + (−2) · 2 = 4
∥v⃗inc∥ =

√
42 + 22 + (−2)2 =

√
24

∥n⃗∥ =
√
12 + 22 + 22 = 3

Cosinus de l’angle d’incidence : cos θ = v⃗inc·n⃗
∥v⃗inc∥·∥n⃗∥ = 4√

24·3 = 4
3
√
24

= 2
3
√
6

2.b. Déterminer l’équation paramétrique du rayon réfléchi, en supposant qu’il part du point B.


x = 6 + 28

9
t

y = 2 + 2
9
t

z = 2− 34
9
t

Formule de réflexion : v⃗réf = v⃗inc − 2 · v⃗inc·n⃗
∥n⃗∥2 · n⃗ = v⃗inc − 2 · 4

9
· n⃗ = v⃗inc − 8

9
· n⃗

v⃗réf = (4, 2, −2)− 8
9
(1, 2, 2) =

(
4− 8

9
, 2− 16

9
, −2− 16

9

)
=

(
28
9
, 2

9
, −34

9

)
Équation paramétrique du rayon réfléchi : le rayon réfléchi passe par le point B(6, 2, 2) et a

pour vecteur directeur v⃗réf =
1
9
(28, 2, −34). Son équation paramétrique est donc :

(x = 6 +
28

9
t, y = 2 +

2

9
t, z = 2− 34

9
t)
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Question 3 – Géométrie synthétique (1) : puissance d’un point à un cercle (encore !)

Soit un cercle centre O et de rayon r ainsi qu’un point P
intérieur au disque ayant ce cercle pour contour. Par P , on
trace une droite qui intersecte le cercle aux points A et B
comme illustré ci-contre.

L’objectif est de montrer que le produit |PA| · |PB| est
indépendant du choix de la droite par P et qu’il vaut
r2 − |PO|2.

P

O

B

A

A′

B′

A∗

B∗

3.a. Montrer que le produit est bien indépendant de la droite sécante.

(Tracez une autre droite par P avec A′ et B′ et faites apparaitre des propriétés “semblables”.)

Les triangles AA′P et B′BP sont semblables. En effet, ils ont leurs angles P respectifs opposés
par le sommet et les angles A et B′ ont même amplitude comme ils intercepent le même arc A′B.

Dès lors,
|PA|
|PA′|

=
|PB′|
|PB|

,

d’où |PA| · |PB| = |PA′| · |PB′|.

3.b. Montrer que le produit vaut bien r2 − |OP |2.

(Faites un bon choix de droite.)

Soit la droite PO et les points d’intersection A∗ et B∗ avec le cercle, où P ∈ [A∗O].

On a |PA∗| · |PB∗| = (r − |PO|)(r + |PO|) = r2 − |PO|2.
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Question 4 – Géométrie synthétique (2) : “triangle arrondi”

Dans un demi-cercle de centre O et délimité par le diamètre [AB],
on trace le segment [AQ], où Q est un point de ce demi-cercle.
Par le point P milieu de ce segment, on trace encore [PB], ce qui
délimite une surface (hachurée dans l’illustration ci-contre) com-
prise entre ces deux segments et le demi-cercle.

L’objectif est de déterminer l’aire S de cette surface à partir du

rayon r et de l’amplitude de l’angle B̂AQ qui sont donnés plus bas.
A BO

P

Q

4.a. Sans calcul ni démonstration, énoncer clairement et succinctement les étapes clés d’une résolution
du problème. Numéroter ces étapes dans l’ordre du raisonnement proposé.

La résolution proposée tient dans le fait que S est égal à l’aire du secteur angulaire QOB.

1. Il suffit de montrer que |△PQB| = |△OQB| en prouvant :

(a) 2 · |△PQB| = |△AQB| (b) 2 · |△OQB| = |△AQB|

2. Calculer l’aire du secteur angulaire QOB qui est la solution.

4.b. Suivre point par point le raisonnement décrit ci-dessus afin de calculer l’aire de la surface S

sachant que le rayon r = 4 cm et |B̂AQ| = π/6 radian. Justifier soigneusement.

S =
8π

3
cm2

1. Comme la surface d’aire S et le secteur angulaire interceptant l’arc
⌢

QB recouvrent la

coupole soutendue par
⌢

QB, S est égale à l’aire du ce secteur angulaire si et seulement si

|△PQB| = |△OQB|. On montre que |△PQB| = 1/2 · |△AQB| = |△OQB| :
(a) les triangles △PQB et △AQB ont leur base PQ et AQ dans le prolongement

l’une de l’autre et ont le sommet B en commun ; ils ont ont donc la même hauteur
issue de B. Comme 2 · |PQ| = |AQ|, on a 2 · |△PQB| = |△AQB|. De même,

(b) les triangles △OQB et △AQB ont leur base OB et AB dans le prolongement
l’une de l’autre et ont le sommet Q en commun ; ils ont ont donc la même hauteur
issue de Q. Comme 2 · |OB| = |AB|, on a 2 · |△OQB| = |△AQB|.

2. L’aire du secteur QOB vaut : π/3 ·16 cm2/2 = 8π/3 cm2 car l’angle inscrit B̂AQ intercepte

le même arc que l’angle au centre B̂OQ dont l’amplitude est donc double.


