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Question 1 – Équation trigonométrique (' 5 points)

Soit l’équation trigonométrique
tan(x)

tan(2x)
=

tan(2x)

tan(x)
. (1)

1a Trouvez toutes les solutions dans R de l’équation (1).



Question commune - Equation trigonométrique 

Résoudre dans ℝ l’équation trigonométrique suivante en précisant les conditions d’existence : 

tan(𝑥)

tan(2𝑥)
=

tan(2𝑥)

tan(𝑥)
 

Représenter les solutions appartenant à l’intervalle [0, 2[ sur le cercle trigonométrique. 

 
Solution (méthode 1) : 
 
On s’intéresse d’abord aux conditions d’existence (CE) : 
 

tan(𝑥) ≠ ∞    ⇒  𝑥 ≠
𝜋

2
+ 𝑘𝜋   (𝑘 ∈ ℤ) 

tan(2𝑥) ≠ ∞    ⇒  𝑥 ≠
𝜋

4
+ 𝑘

𝜋

2
   (𝑘 ∈ ℤ) 

tan(𝑥) ≠ 0    ⇒  𝑥 ≠ 𝑘𝜋   (𝑘 ∈ ℤ) 

tan(2𝑥) ≠ 0    ⇒  𝑥 ≠ 𝑘
𝜋

2
   (𝑘 ∈ ℤ) 

 
Toutes ces conditions d’existence se résument par : 

𝑥 ≠ 𝑘
𝜋

4
   (𝑘 ∈ ℤ)  

[2 points pour l’établissement des conditions d’existence] 

L’équation à résoudre peut se réécrire comme suit : 

sin(𝑥)

cos(𝑥)

cos(2𝑥)

sin(2𝑥)
−

sin(2𝑥)

cos(2𝑥)

cos(𝑥)

sin(𝑥)
= 0 

 
sinଶ(𝑥) cosଶ(2𝑥) − sinଶ(2𝑥) cosଶ(𝑥)

sin(𝑥) cos(𝑥) sin(2𝑥) cos(2𝑥)
= 0 

[1 point pour l’écriture de l’équation sous cette nouvelle forme] 

D’après les conditions d’existence établies ci-dessus, on vérifie aisément que : 

sin(𝑥) cos(𝑥) sin(2𝑥) cos(2𝑥) ≠ 0 
[1 point pour cette vérification] 

Il suffit donc de résoudre : 

sinଶ(𝑥) cosଶ(2𝑥) − sinଶ(2𝑥) cosଶ(𝑥) = 0 
 
En utilisant l’identité remarquable 𝑎ଶ − 𝑏ଶ = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏), il vient : 

(sin(𝑥) cos(2𝑥) + sin(2𝑥) cos(𝑥))(sin(𝑥) cos(2𝑥) − sin(2𝑥) cos(𝑥)) = 0 
 
sin(𝑥 + 2𝑥) sin(𝑥 − 2𝑥) = 0 
 



sin(3𝑥) sin(𝑥) = 0 
[2 points pour la factorisation] 

Première famille de solutions : 
 

sin(3𝑥) = 0        →  3𝑥 = 𝑘𝜋   (𝑘 ∈ ℤ) 
 

                                →  𝑥 = 𝑘
𝜋

3
   (𝑘 ∈ ℤ) 

 
Seconde famille de solutions : 
 

sin(𝑥) = 0        →  𝑥 = 𝑘𝜋   (𝑘 ∈ ℤ) 

[2 points pour l’écriture des deux familles de solutions potentielles] 

Parmi toutes ces solutions, certaines sont à rejeter car elles ne vérifient pas les conditions d’existence.  
Dans l’intervalle [0, 2[, il reste finalement l’ensemble des solutions : 
 

𝑥଴ =
𝜋

3
,    𝑥ଵ =

2𝜋

3
,    𝑥ଶ =

4𝜋

3
,    𝑥ଷ =

5𝜋

3
 

[1 point pour l’écriture de l’ensemble final de solutions compatibles avec les CE] 

[1 point pour représentation sur le cercle trigonométrique] 

 

Solution (méthode 2) : 
 
Une fois les conditions d’existence établies, on peut aussi résoudre la manière suivante. 

[2 points pour les CE] 

On réécrit l’équation de départ comme 
 

tanଶ(𝑥) − tanଶ(2𝑥)

tan(𝑥) tan(2𝑥)
= 0 

ce qui donne puisque tan(𝑥) ≠ 0 et tan(2𝑥) ≠ 0  : 

tanଶ(𝑥) − tanଶ(2𝑥) = 0 

[1 point pour l’écriture de l’équation sous cette nouvelle forme] 

Ensuite, en utilisant la formule de la tangente du double d’un angle : 

tanଶ(𝑥) − ቆ
2 tan(𝑥)

1 − tanଶ(𝑥)
ቇ

ଶ

= 0 

tanଶ(𝑥) ൫1 − tanଶ(𝑥)൯
ଶ

− 4 tanଶ(𝑥)

൫1 − tanଶ(𝑥)൯
ଶ = 0 

[1 point pour l’utilisation de la formule en tan(2𝑥)] 

 



Compte tenu des CE, le dénominateur ne peut pas être nul.  En posant 𝑦 = tanଶ(𝑥), on obtient donc 
l’équation du second degré à résoudre : 

𝑦ଶ − 2𝑦 − 3 = 0 

Les racines de cette équation sont 

𝑦ଵ = 3 ,     𝑦ଶ = −1 
 
Comme tanଶ(𝑥) = −1 est impossible dans ℝ, on ne garde que la première racine. 

[2 points le calcul des racines et l’élimination de la racine négative] 

Par conséquent : 

tanଶ(𝑥) = 3 

tan(𝑥) = ±√3 

→    𝑥 = ±
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋   (𝑘 ∈ ℤ) ;      𝑥 = ±

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋   (𝑘 ∈ ℤ) 

[2 points pour l’écriture des deux familles de solutions potentielles] 

Tous ces solutions sont compatibles avec les conditions d’existence (pas de solutions à rejeter).  Dans 
l’intervalle [0, 2[, on écrit : 

𝑥଴ =
𝜋

3
,    𝑥ଵ =

2𝜋

3
,    𝑥ଶ =

4𝜋

3
,    𝑥ଷ =

5𝜋

3
 

[1 point pour l’écriture de l’ensemble final de solutions en vérifiant qu’aucune ne contredit les CE] 

[1 point pour représentation sur le cercle trigonométrique] 



NOM NUMÉRO UCLouvain

Prénom page 5/16
2022.9.4.1122

UCLouvain - Trigonométrie – Session de Septembre – 01/09/2022

Durée 2h30 – 16 pages – répondre directement dans les cadres – pas de calculette

Question 1 – Équation trigonométrique (suite)

1b Tracez les solutions de l’équation (1) sur le cercle trigonométrique.

π/3−π/3

4π/3 5π/3
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2c Trouvez la longueur c du segment AB en fonction de a et b uniquement.

c =

On utilise la loi des cosinus :
b2 = a2 + c2 − 2ac cos(B̂).

On utilise les résultats du point précédent :

b2 = a2 + c2 − 2ac
a

2b
= a2 + c2 − a2 c

2b
.

On développe :

(b2 − c2) = a2
b− c
b

→ b(b+ c) = a2 → c =
a2

b
− b.

2d Si B̂ → 0, calculez le rapport b
a . Pour cette même limite, dessinez sur le dessin de la question 2a le

point C0 = limB̂→0 C.

lim
B̂→0

b

a
=

On peut utilise cos(B̂) = b
2a = 1 et donc b

a = 1/2.

Si B̂ → 0, alors a+ b = c et donc

a+ b =
a2

b
− b → ab+ 2b2 = a2 − ab → 2

(
b

a

)2

+ 2

(
b

a

)
− 1 = 0 → b

a
= 1/2.
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Question 3 – Questions à bôıtes fermées (' 5 points)

Dans la suite sont proposées 6 questions courtes auxquelles il vous est demandé de donner uniquement la
réponse finale. Répondre correctement à au moins quatre de ces questions vous assurera 100% de la note
pour cette question. Pour être plus précis

Note pour la question 3 (en %) = min (25× nombre de bonnes réponses, 100) .

3a Que vaut

sin(50◦) + sin(10◦)− sin(70◦) = 0

3b Que vaut

cos
(π

9

)
+ cos

(
5π

9

)
+ cos

(
7π

9

)
= 0

3c Combien y a-t-il de solutions sur le cercle trigonométrique à l’équation : tan(3x) = −
√

3 ?

6
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Question 3 – Questions à bôıtes fermées (suite)

3d Si cosx = 1
3 et que 0 < x < π que vaut 7× tan(2x) ?

7× tan(2x) = −4
√

2

3e Si Â, B̂, Ĉ sont les angles d’un triangle quelconque, que vaut :

sin(2Â) + sin(2B̂) + sin(2Ĉ)

sin(Â) sin(B̂) sin(Ĉ)
=

4

3f À partir de chaque sommet d’un triangle équilatéral de côté unité (= 1), on trace des cercles passant
par les deux autres sommets. Les 3 arcs de cercles ainsi construits délimitent une nouvelle figure. Quel est
la rayon r du plus grand cercle qui l’on puisse inscrire dans cette figure ?

r =
3−
√
3

3 a




