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Question 1 – Équation trigonométrique (' 5 points)

Soit l’équation trigonométrique
tan(x)− tan(3x) = 2 (1)

1a Trouvez toutes les solutions dans R de l’équation (1).

Solution proposée par Quentin Louveaux (ULiège).
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Question 1 – Équation trigonométrique (suite)

Solution Alternative proposée par Thomas Lessinnes (ULB).

Ici, on admet cette solution comme 100% correcte, même si on ne remarque pas par exemple que arctan(1+√
2) = 3π/8.

jf remacle
2
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Question 2 – Quadrilatère (' 5 points)

2a Soit un quadrilatère convexe (non croisé) ABCD dont les diagonales AC et BD sont respectivement

de longueur |AC| = x et |BD| = y et soit le point O intersection des diagonales AC et BD. Si ÂOB = α,
calculez l’aire S de ce quadrilatère en fonction de x, y et α.

S =

On note |A0| = a, |B0| = b, |C0| = c, |D0| = d. On a donc a+ c = x et b+ d = y. L’aire du quadrilatère
est la somme des aires des triangles AOB, BOC, COD et DOA. L’aire d’un triangle vaut le produit de la
longueur de deux de ses côtés multiplié par le sinus de l’angle entre ces deux côtés. Or ici,

sin(ÂOB) = sin(B̂OC) = sin(ĈOD) = sin(D̂OA) = sin(α).

On a donc

S =
1

2
sin(α) (ab+ bc+ cd+ da)

ou encore

S =
1

2
sin(α) ((a+ c)(b+ d)) =

1

2
sin(α)xy.

Utilisez cet espace pour faire un dessin clair des différents éléments du problème 2a.
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Soit un quadrilatère convexe (non croisé) ABCD dont les longueurs des côtés sont fixées et valent |AB| = a,
|BC| = b, |CD| = c et |DA| = d. La formule de Bretschneider permet de calculer l’aire S de ABCD :

S =

√√√√(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2

(
B̂AD + D̂CB

2

)

où p est le demi-périmètre de ABCD.

2b Si a, b, c et d sont donnés, vous pouvez imaginer que le quadrilatère ABCD est articulé autour de ses
quatre coins. Il existe donc une infinité de quadrilatères possibles. Démontrez que ABCD possède une
aire maximale lorsqu’il est inscriptible dans un cercle.

Etant donné que les 4 côtés du quadrilatère sont fixés, la formule de Bretschneider ne fait intervenir que

la somme B̂AD + D̂CB comme degré de liberté dans le terme

abcd cos2

(
B̂AD + D̂CB

2

)
.

Pour le maximiser, il faut annuler le cosinus, et donc

B̂AD + D̂CB = π

est la condition demandée. En terme géométrique, un quadrilatère possédant cette propriété est inscrit
dans un cercle. Cette condition est très intuitive et est liée au problème isopérimétrique : pour un périmètre
donné, la forme qui possède l’aire la plus grande est le cercle. Pour un quadrilatère dont les côtés sont
donnés, c’est celui qui est inscrit dans un cercle qui aura l’aire la plus grande.

2c Déduisez de la formule de Bretschneider une formule permettant de calculer l’aire d’un triangle ABC
en fonction de la longueur de ses côtés et de son demi périmètre.

On pose d = 0 pour touver la formule de Heron

S =
√

(p− a)(p− b)(p− c)p

Utilisez cet espace pour faire un dessin clair des différents éléments des problème 2b et 2c.
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Question 3 – Questions à bôıtes fermées (' 5 points)

Dans la suite sont proposées 6 questions courtes auxquelles il vous est demandé de donner uniquement la
réponse finale. Répondre correctement à au moins quatre de ces questions vous assurera 100% de la note
pour cette question. Pour être plus précis

Note pour la question 3 (en %) = min (25× nombre de bonnes réponses, 100) .

3a Une tour est mesurée depuis deux points distants de 10
√

3 m. En mesurant depuis le point le plus
proche l’angle que fait le sol avec le sommet de la tour est de 60o et en mesurant depuis le point le plus
distant, cette mesure vaut 30o. Quelle est la hauteur H de la tour ?

H = 15m ou 5m

3b Calculez

sin(28π/6) =
√

3/2

3c Soit x ∈ R tel que |x| ≤ 1. Calculez en fonction de x

cos(arcsin(x2023)) =
√

1− x4046

3d Calculez

sin(π/9) sin(2π/9) sin(3π/9) sin(4π/9) = 3
16

3e Calculez

12 sin

(
arcsin

(
1

4

)
+ arcsin

(
1

3

))
= 2

√
2 +
√

15

3f Soit un triangle isocèle rectangle dont l’hypothénuse mesure un mètre. Calculez la distance d entre le
centre du cercle inscrit et le centre du cercle circonscrit à ce triangle.

d =
√
2−1
2 = 1

2
√
2+2


