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Question 1 — Equation trigonométrique (~ 5 points)

Soit 1’équation trigonométrique

tan(z) — tan(3z) = 2 (1)

la Trouvez toutes les solutions dans R de I’équation (1).

Solution proposée par Quentin Louveaux (ULiege).

Conditions d’existence : On doit s’asurer que cosz # 0 et que cos(3z) # 0.
Les conditions sur cos(3z) sont les plus restrictives et nous donnent z # % +

k3, k€ Z.
On utilise la définition de la tangente pour transformer 1’équation de départ en
sinz  sin(3z)

— 2

cosx cos(3x)

En mettant tout au méme dénominateur, on obtient

sinz cos(3z) —sin(3z)cosz

1
cos z cos(3z) (1)
On constate que le numérateur de (1) correspond & une formule de soustraction
du sinus. On peut donc la transformer en

sin(z — 3z)

=2
cos z cos(3z)

sin(—2x)
i Wl |
cos z cos(3x)

En utilisant la formule du sinus de I’angle double au numérateur, on obtient

—2sinzcosz 5
cos z cos(3x) )
Etant donné les conditions d’existence, nous pouvons simplifier les cosinus et

obtenir
—2sinx _
cos(3z)

—sinz = cos(3z).

On peut remplacer —sinz = cos(§ + ) et écrire
cos(g + z) = cos(3z).

En égalisant les cosinus, on trouve les familles de solutions
o T+ =3x+2kn c'est-a-dire x = T + km, k € Z.
o 5 +z= -3z + 2km cest-a-dire x = -5 + kG, k € Z.

Toutes ces solutions vérifient les conditions d’existence.

Les solutions appartenant & [—, 7| sont —3™, T pour la premitre famille et

R
—%ﬂ, -5 “%’r, %r pour la deuxiéme famille et sont représentées a la Figure 1.
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Solution Alternative proposée par Thomas Lessinnes (ULB).

Solution alternative
Idem pour les conditions d’existence.
Ensuite, on note que par formule de la tangente d’une somme et en posant ¢t = tanx que

_ tan(2z) + tan(z) 2+t 3t

"~ 1—tan(2z) tanz 1 — 12_tt22 13t

tan(3z)

ol les conditions d’existence garantissent que le dénominateur ne s’annule pas.
En remplagant ceci dans ’équation de la question, on obtient
P(t)
3t—1¢3
1-—3t2

——
2=t & 1-32=—t—¢3 & 2 —3t2+t+1=0.

Pour résoudre cette équation cubique, on remarque d’abord que ¢t = 1 est solution et que donc
P(t) = (t — 1) (t? — 2t — 1). Les solutions de la cubique sont donc ¢ = 1 et t = 1 + /2. Ainsi, "ensemble

des solutions du probléme de départ est

{Z +Erlk € Z} U {arctan(l +V2) + krlk € Z} U {arctan(l —V2) + krlk € Z} ,

Ici, on admet cette solution comme 100% correcte, méme si on ne remarque pas par exemple que arctan(1+

V2) = 3n/8.
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Question 2 — Quadrilatére (~ 5 points)

2a Soit un quadrilatere convexe (non croisé) ABCD dont les diagonales AC et BD sont respectivement

de longueur |AC| = x et |BD| = y et soit le point O intersection des diagonales AC et BD. Si A0B = a,
calculez l'aire S de ce quadrilatére en fonction de x, y et a.

On note |A0| = a, |B0O| = b, |CO| = ¢, |DO| =d. On a donc a + ¢ = x et b+ d = y. L’aire du quadrilatere
est la somme des aires des triangles AOB, BOC, COD et DOA. L’aire d'un triangle vaut le produit de la
longueur de deux de ses cotés multiplié par le sinus de I'angle entre ces deux cotés. Or ici,

—

sin(AOB) = sin(BOC) = sin(C/Ob) = sin(ﬁ) = sin(w).

On a donc

S = % sin(a) (ab + be + cd + da)

ou encore . .
S = 3 sin(a) ((a+¢)(b+d)) = 3 sin(a)axy.

Utilisez cet espace pour faire un dessin clair des différents éléments du probleme 2a.

A
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Soit un quadrilatere convexe (non croisé) ABCD dont les longueurs des c6tés sont fixées et valent |[AB| = a,
|BC| =b, |CD| = c et |DA| = d. La formule de Bretschneider permet de calculer I’aire S de ABCD :

2

S= (- a)p—b)p—)p - d) — abedcos? (BAD“)CB>

ou p est le demi-périmetre de ABCD.

2b Sia, b, c et d sont donnés, vous pouvez imaginer que le quadrilatere ABC D est articulé autour de ses
quatre coins. Il existe donc une infinité de quadrilatéres possibles. Démontrez que ABC D posseéde une
aire maximale lorsqu’il est inscriptible dans un cercle.

Etant donné que les 4 cotés du quadrilatere sont fixés, la formule de Bretschneider ne fait intervenir que
la somme BAD + DCB comme degré de liberté dans le terme

hod o <BAD+DOB)
! .

Pour le maximiser, il faut annuler le cosinus, et donc
BAD+DCB=n

est la condition demandée. En terme géométrique, un quadrilatere possédant cette propriété est inscrit
dans un cercle. Cette condition est tres intuitive et est liée au probléeme isopérimétrique : pour un périmetre
donné, la forme qui possede 'aire la plus grande est le cercle. Pour un quadrilatére dont les cotés sont
donnés, c’est celui qui est inscrit dans un cercle qui aura l'aire la plus grande.

2c¢ Déduisez de la formule de Bretschneider une formule permettant de calculer I'aire d’un triangle ABC
en fonction de la longueur de ses cotés et de son demi périmetre.

On pose d = 0 pour touver la formule de Heron

S=+—-a)p-b)p—chp

Utilisez cet espace pour faire un dessin clair des différents éléments des probleme 2b et 2c.

A A




NOM NUMERO UCLouvain

Prénom page 5/5

Em ECOLE UCLouvain - Trigonométrie — Session de Septembre — 01/09/2023

POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN Durée 2h30 — 5 pages — répondre directement dans les cadres — pas de calculette

Question 3 — Questions a boites fermées (~ 5 points)

Dans la suite sont proposées 6 questions courtes auxquelles il vous est demandé de donner uniquement la
réponse finale. Répondre correctement & au moins quatre de ces questions vous assurera 100% de la note
pour cette question. Pour étre plus précis

Note pour la question 3 (en %) = min (25 x nombre de bonnes réponses, 100) .

3a Une tour est mesurée depuis deux points distants de 10y/3 m. En mesurant depuis le point le plus
proche l'angle que fait le sol avec le sommet de la tour est de 60° et en mesurant depuis le point le plus
distant, cette mesure vaut 30°. Quelle est la hauteur H de la tour?

H = 15m ou 5m

3b Calculez

sin(287/6) = V3/2

3c Soit z € R tel que |z| < 1. Calculez en fonction de x

cos(arcsin(z?°%?)) = V1 — 24046

3d Calculez

sin(w/9) sin(27/9) sin(37/9) sin(47/9) =

Sl

3e Calculez

1 1
12 sin (arcsin <4> + arcsin (3)> = 2v/2 4+ /15

3f Soit un triangle isocele rectangle dont ’hypothénuse mesure un metre. Calculez la distance d entre le
centre du cercle inscrit et le centre du cercle circonscrit a ce triangle.

d — Vv2-1 _ 1

2 2v/242




