ECOLE NOM (en lettres capitales) : ........................
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DE LOUVAIN PRENOM (en lettres capitales) : ........................
Examen d’Admission Numéro
Algebre - Juillet 2023 - Série 2

1.1. Dans C, quelle est la valeur de I'expression :
(—1)°+(G—1)*+ (1)

exprimée sous forme cartésienne (a + bi), ot i est 'unité imaginaire telle que i = —1?

Réponse : —4 + 61

1.2. Une manne contient quatre paires de chaussettes mélangées. On en tire quatre au hasard.
Quelle est la probabilité de tirer quatre chaussettes de paires différentes?

24 8

Réponse : C—g =135

8
1.3. Quel est le terme constant du développement polynomial de (x + i) ?

Réponse : Cg = 70

1.4. Résoudre dans R I'équation suivante :
logs(x) +logs(x —4) =1

ol log; représente le logarithme en base 5.

Réponse : 5

1.5. Factoriser I'expression x°> — 8x% + 16x.

Réponse : x.(x — 2)%.(x +2)?

1.6. Un menuisier construit une échelle en bois avec 9 échelons dont la taille décroit linéairement
depuis le bas de 1’échelle jusqu’a son sommet. Quelle est la largeur du dernier échelon si le premier
(en bas de 1’échelle) mesure 50 cm et que 1’ensemble des échelons est coupé sans déchet a partir
d’une latte en bois longue de 3,6 m?

Réponse : 360 x 2/9 — 50 = 30 cm

1.7. Quelles sont les solutions dans R de I'équation v1 — x? = x — 1?

Réponse: x =1
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2. Pour quelles valeurs du parametre réel a 'équation suivante :

x24+2x —a
Xx—a

=0
admet-elle deux racines réelles x; et x; telles que x1xp > —17?

(Expliquez soigneusement votre raisonnement.)

Condition 1 :

On résoud x2 + 2x — a = 0, deux racines x1, x» = —1 £ v/1 + a. Condition 2 :

Le produit des racines = le terme indépendant du trindme : x;.x, = —a. Condition 3 : .

La condition 1donne —1++1+4+a#a < 1+a# +t/1+a,cequiexcluta=0eta = —1.

Solution :|a €] —1;0[ U ]0;1]
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3. Les EPLighters, un célébre groupe de rock, organise une petite soirée apres leur concert pour
rencontrer leurs fans. Pendant la soirée, le photographe attitré du groupe, JE prend des clichés des
fans en compagnie d"une ou plusieurs de leurs stars préférées en fonction du moment. Comme
il utilise un appareil photo instantané, une fois la photo prise les membre du groupe figurant
effectivement dessus y apposent un autographe.

Charles, le chanteur-guitariste, est le membre le plus populaire du groupe : il signera au total
deux cents fois tout au long de la soirée, soit deux fois plus que la bassiste Aude. En revanche, le
batteur Laurent, qui a rejoint le groupe récemment, est moins souvent photographié. Méme s'il
avait signé six fois plus d’instantanés au total, il lui en aurait encore manqué dix pour couvrir
tous les participants! Il n"apparaitra d’ailleurs seul que dans trente-cing clichés.

Dans I'ensemble des photos de la soirée, le nombre ou apparaissent Charles et Aude (sans
Laurent) est le double du nombre ol apparaissent Charles et Laurent (sans Aude). Aude et
Laurent n’apparaissent jamais ensemble sans Charles, et seulement cinq personnes sont parve-
nues a se faire tirer le portrait avec le groupe au complet.

A la fin de la soirée, JF, exténué, dira : "Ouf, heureusement que nous n’avions autorisé qu’'une
seule photo par fan!".

Sachant que tous les fans sont repartis contents en tenant en main leur photo signée, combien
étaient-ils a cette soirée mémorable ?

(Expliquez soigneusement votre raisonnement.)

Les données et les inconnues du probléeme sont visualisées dans le diagramme de Venn fourni
ci-apres.
Les inconnues sont :

— C le nombre de photos ot Charles est seul

— A le nombre de photos ott Aude est seule

— CL le nombre de photos avec Charles et Laurent

— L le nombre total de photos avec Laurent

— N le nombre de participants a la soirée (on ne doit pas inclure les trois stars et JF dans ce
compte)
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Charles Aude
200 100

Laurent
L

Nombre de fans
N = C+A+3CL+40

On peut écrire les relations suivantes :

(1) I'ensemble des photos avec Charles
C+3CL+5=200— C+3CL =195

(2) 'ensemble des photos avec Aude
2CL4+A+5=100 - A=95—-2CL

(3) 'ensemble des photos avec Laurent
L=CL+354+5—=L=40+CL

(4) le nombre total de participants, trouvé en sommant toutes les photos uniques
N=C+3CL+ A+40

et (5) toujours le nombre total de participants mais au départ de 1'ensemble des photos avec
Laurent
N =6L+10

Plusieurs possibilités de substitution existent. Prenons par exemple (1) et (2) avec (4) :
N =330—-2CL

et (3) avec (5) :
N =250+ 6CL

En combinant ces deux derniéeres équations, on trouve que CL = 10 et donc N = 310.

Il y avait donc 310 participants (outre les trois rockers et le photographe) a cette soirée mé-
morable.
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Sur cette base on peut compléter le diagramme avec I’ensemble des valeurs du probleme, comme
indiqué sur la figure suivante.

Charles Aude
200 100
Laurent
50

Nombre de fans
310
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