NOM NUMERO UCLouvain

Prénom page 1/4

Em ECoLE UCLouvain - Trigonométrie — Septembre 2024

POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN Durée 2h30 — 4 pages — répondre directement dans les cadres — pas de calculette

Question 1 — Equation trigonométrique

la Pour quelles valeurs du nombre réel m, I’équation trigonométrique suivante admet-elle des solutions
dans R 7 (=~ 4 points)
V3 cos(2z) — sin(2z) = m. (1)

En divisant chaque membre par 2, on fait apparaitre des valeurs remarquables :

3 1 m
7cos(2x) - Esin(Zx) =5

cos (g) cos(2x) — sin (g) sin(2x) = %

On voit directement apparaitre la formule d’addition cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Par conséquent, I'équation peut se réécrire comme suit :

cos (2x + g) = %

On en déduit la condition d’existence de solutions dans R :

m
Fl<1 - z=m=2]

Remarque : I'étudiant pourrait étre tenté de développer cos(2x) et sin(2x) dans I'équation de départ,
ce qui conduit évidemment a un développement plus long. Il ne pourra cependant passer outre le fait d
devoir détecter la présence de valeurs remarquables.

Si I'on considére m = /3, I’éguation trigonométrique a résoudre devient :

cos (2x + g) = ?

cos (2x + g) = COoS (i g + 2kn) keZ

Onadonc:
I8 T T
2x+g=ig+2kn - [x =kn] et x=—g+2kn
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1b Résoudre I'équation (1) dans R si m = V3 et représenter toutes les solutions sur le cercle trigo-
nométrique. (~ 6 points)

Une solution alternative (utilisée par un grand nombre d’étudiants) est d’utiliser les formules

1 — tan?(x)

2t
——— —~ , sin(2z) = an(z)
1+ tan®(x)

$(27) = = A
cos(2z) 1 + tan?(x)

En posant ¢ = tan(z), on trouve
V31—t —2t=m(1+13) — (m+V3)+2t+ (m—+3)=0.
La condition d’existence d’une solution réelle consiste a s’assurer que le
4—4m+V3)(m—-V3)>0 — 4-m?>>0 — me[-22.

Si on choisit m = \/3, les choses se simplifient en

2V34+t=0 — t=0 ou t=—

Sl

et on trouve les solutions trouvées plus haut.
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Question 2 — Triangle quelconque.

Soit un triangle ABC. On note ¢ = |AB| la longueur du coté AB, b = |AC| la longueur du coté AC et
a = |BC| la longueur du c6té BC'. Soit X un point appartenant au coté BC.

2a Utilisez ce cadre pour faire un dessin clair des différents éléments du probléme (~ 1 point).

2b Calculez en fonction de a, b et ¢ la longueur = |BX| du segment BX pour que les angles XAB et
CAX soient identiques. (~ 4 points)

Il est possible d’utiliser le théoreme de la bissectrice, ce qui simplifie bien les choses.

a—x b ac

— T = .
x c b+c
Si on ne connait pas ce théoréeme, alors on peut utiliser la loi des sinus

x C

sin(a) sin(m) .

a— b

sin(a) sin(m — m)

Or, sin(m — m) = sin(m) et donc

bx cla —x) ac
. = — - r=—
sin(a) sin(a) b+c
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Question 3 — Questions a boites fermées (~ 5 points)

Dans la suite sont proposées 5 questions courtes auxquelles il vous est demandé de donner uniquement la
réponse finale. (~ 5 points).

3a Sachant que sin(z) = ‘/54_1, calculez I'expression exacte de

1
cos(4x) + i V5

3b Sachant que cos(36°) = 1+4\/g7 simplifiez ’expression

sin(36° + x) — sin(36° — ) + sin(72° — ) — sin(72° + x) = sin(x)

3c Dans un triangle ABC, a est la longueur du c6té opposé a I'angle 2, b est la longueur du coté opposé
a l'angle B et ¢ est la longueur du coté opposé a l'angle C. Sachant que A = 60° et B = 45°, donnez une
expression algébrique de

m\/ﬁm“jb: 2(v/3+ V3)

3d Calculez

4 —V2(V3—1)tan(m/24) = V2(V/341) ou V246

3e La hauteur d’un chéateau doit étre déterminée mais celui-ci est entouré de douves (d’eau). Il n’est donc
pas possible de s’approcher plus du chateau. Un géometre décide donc de se placer au pied des douves et
pointe le dessus du chiteau & un angle de 60°. Ensuite, il recule de précisément 30m (toujours du méme
c6té du chateau) et pointe le dessus du chateau a un angle de 30°. Quelle est la hauteur h de ce chateau ?
On supposera que /3 ~ 1.7.

h = 25.5m
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Question 3a

cos(2x) = 2.sin?(2x) — 1 = 1:5

cos(4x) + = = 2cos?(2x) + = = e R
4 4 4 4

Question 3b

Par un développement des sommes individuelles et simplification

= 2sin(x) cos(36°) — 2 sin(x) cos(72°)
= 2sin(x) cos(36°) — 2 sin(a) cos(72°)

= 2sin(x) (cos(36°) — cos(2 * 36°))

= 2sin(x) (1+\/§ -2 (1+75) + 1)
4 16

= sin(x)

Question 3c

Avec la regle des sinus :

a b _ c

sinA  sinB sinC

a+b sinA+sinB
Etdonc = —

¢ sin C
sin(60°) = \/2—5
sin(45°) = \/2—5

V2(V3+1)

sin(75°) = sin(45° + 30°) = "

En assemblant on obtient la solution




Question 3d

ILfaut d’abord calculer tan (g) pour retomber sur un 1”—2 qui est nettement plus facile a

calculer

. x 1—cosx
x) __sin (5) _ 2 __ V1-cosx +1+cosx _ 1—cosx

tan (— = = = ) =
cos ()2—6) \/1+C05x V1+cosx +1+cosx sinx

en appliquant 2x la formule de

2
2
duplication en cos2a

En utilisant les formules de sommes

cos (%) = COS (g) .CoSs (g) + sin (g) .Sin (g) %g + B2 = V2(f3+1) et

22 4
sin () = sin (5)-cos () - cos (5) sin () = 33 - 5 = 5
Ainsi

4=VZ(V3-1).tan(Z) = 4 —V2.(\3 - 1). l_n(S)

=4—(4—+2.(3+1)
=v2.(V3 + 1) ou (V6 +V2)

Question 3e

Dans ABC : tanACB = 60° et AB = tan(60°).AC

Dans ABD : tanADB = 30° et AB = tan(30°).(AC + 30)
En égalant les deux équations on trouve AC=15m

Et donc AB = 15.v/3 m

30° 60°
D 30m C A




